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Parallelverschiebung von Vektorräumen 
von Hans Robert Müller 
Es sei eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit Mn der Klasse 
Ck (k > 1) gegeben. In der Umgebung U eines Punktes P von Mn mögen die Größen 
xi (i = 1,2, ... n) ein zulässiges (lokales) Koordinatensystem bilden. Zu P gehört dann 
ein n-dimensionaler Tangentialraum Tn. 
Durch die Funktionen Ljk (ebenfalls der Klasse Ck) werde ein affiner Zusam-
menhang von Mn bestimmt. Für sie gilt das Transformationsgesetz bei Übergang zu 
neuen Koordinaten ,xi: 
Hiermit wird nun ein kovarianter Ableitungsprozeß und längs einer Kurve y < U 
mit der Parameterdarstellung xi = Xi (t), 0 ~ t ~ 1 eine Parallelverschiebung erklärt. 
Für einen kontravarianten Vektor Vi etwa erhält man: 
. . Cl Vi .. 
Dk V = v\ = a?" + Llk vl, 
beziehungsweise 
. dxk dvi . . dxk 
v\'dt = dt + LJk vJ dt = O. (1) 
Wir betrachten nun r-dimensionale Unterräume r < Tn des Tangentialraums Tn 
an Mn im Punkte P. Hierbei sei natürlich r ~ n. Bilden die Vektoren v (a = 1,2, ... r) 
eine Basis von r, so ist durch sie ein Multivektor (schief-sym~etrischer, kon-
travarianter Tensor der Ordnung r) bestimmt: 
(2) 
Hierbei ist öt' ~2:::~' eine Verallgemeinerung des Kronecker-Symbols, nämlich 
+ 1, wenn (al, a2, '" ar ) eine gerade Permutation 
von (1, 2, ... r) ist, 
-1, wenn (al, a2, '" ar ) eine ungerade Permutation 
von (1, 2, ... r) ist, 
o sonst. 
Der übergang zu einer anderen Basis bewirkt die Multiplikation mit einem 
skalaren Faktor. Abgesehen von einem solchen Faktor bestimmen die Komponenten 
des Tensors pi, i, ... i, den Unterraum r und umgekehrt. Im Wesentlichen sind diese 
Größen Grassmannsche Koordinaten, denn es gilt 
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r! v 1\ v 1\ ... 1\ V = Öfl r· •• ~', v@v @ ... @v 
1 2 r al a2 a r 
(1\ bezeichne das äußere und @ das Tensorprodukt. ) 
Die Parallel verschiebung des Tensors pi l i2 ··· i, längs der Kurve y wird durch die 
Gleichungen 
(3) 
erklärt, wobei für die kovarianten Ableitungen gilt: 
(4) 
Neben dieser Parallelverschiebung von Tensoren (Multivektoren ) kann nach K. 
H. Weise [1] ein Parallelismus von Tensoren längs einer Kurve y betrachtet werden. 
Ein Feld von Tensoren qi l i2 ... i, heiße bezüglich der Kurve parallel, es bilde ein 
Parallelfeld, wenn eine skalare Funktion CjJ (t) 9= 0 existiert, so daß der Tensor pi l i., ... i, 
längs y parallel verschoben ist und qi l i2 ··.i, = CjJ' pi 1 i2 •·. i, gilt. Wir können nun auch 
sagen: Durch das Parallelfeld der Tensoren qi 1 ie ... i, wird eine Parallelverschiebung 
des Vektorraums T f längs der Kurve y repräsentiert. 
Im Folgenden sollen nun einige Eigenschaften dieser Parallelverschiebung von 
Vektorräumen r < Tn für allgemeine affine Zusammenhänge und insbesondere für 
Riemannsche Zusammenhänge angegeben werden. 
1) Werden bereits die Basisvektoren Vi (a = 1,2, ... r) jeweils einzeln für sich 
a 
längs der Kurve y parallel verschoben, d. h., gilt 
. dxk 
v\·_=o 
a' dt (a= 1,2, ... r), 
so folgt wegen der Produktregel für kovariante Ableitungen 
sofort, daß auch das Feld der Multivektoren pi 1 i2 •. i, längs der Kurve y parallel 
verschoben ist. 
Umgekehrt kann ein solches Tensorfeld durch Parallel verschiebung eines Mul-
tivektors längs y entstanden sein, ohne daß die einzelnen Basisvektoren Vi jeweils 
a 
parallel verschoben sind. 
In gleicher Weise erkennt man: Bilden bereits die Basisvektoren 
. dxk 
v\'-=O 
a' dt 
des Unterraumes T f < Tn längs y jeweils ein Parallelfeld von Vektoren, so ist auch das 
Feld der Multivektoren 
qi 1 i2 .i,=tP(t)·pid 2 i, tP(t)=CjJ,(t)·CjJ2(t) ... CjJr(t) 
parallel. Die Umkehrung ist im allgemeinen wiederum nicht notwendig erfüllt. 
2) Im besonderen kann man auch die Parallelverschiebung des Tangentialraumes 
r, d. h. das Parallel feld der Tangentialtensoren der Mannigfaltigkeit Mn längs y 
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betrachten. Es seien wiederum v für a = 1,2, ... n Basisvektoren von Tn in P dann ist 
a ' 
gemäß (2) für r = n 
Pi l i2 · .. in = Öl1 2a2 ' ..... <n'ln ViI Vh ... Vin = A. Öi1 j, ... in 
<1\ a2 an 1 2 ... n 
mit A = det y. Dieser skalare Faktor kann bei Betrachtung des Parallelfeldes 
wiederum unterdrückt werden. 
Damit nimmt die Bedingung für den Parallelismus von Tn längs der Kurve y die 
Form an 
i Lik Öill . . dxk . 1....- 1 ji~+1 ... In. - = 0 
s ... n dt . 
s~l 
Da hierin Summanden mit j + is verschwinden, ergibt sich 
. dxk 
Lk(it=O. (5) 
Im Sonderfall eines Riemannschen Zusammenhangs zum Maßtensor gii sind die 
Zusammenhangskomponenten die Christoffelschen Symbole zweiter Art: 
Ljk = rjk' 
Wegen 
. 1 og Pk=-'~ mitg=detgii+O 
J 2 g Cix 
gelangen wir schließlich zur Bedingung 
dg= 0 
dt 
längs y. Nun gilt für das Volumselement dV des Riemannschen Raumes 
dV = vW dx l "dx2 " ... "dxn . 
Somit gelangen wir zu dem Satz: 
Läßt sich der Tangentialraum Tn einer Riemannschen Mannigfaltigkeit Mn fiings 
einer Kurve y < Mn parallel verschieben, so herrscht längs y Volumstreue. 
So finden wird z. B. für eine Fläche M2, die in einem Euklidischen Raum E' 
eingebettet sei, im Falle eines hyperbolischen Paraboloides mit der Gleichung z = xy 
(in cartesischen Koordinaten) längs der Kurve y mit x = a cos t, y = a sin t, z = a2 sin t 
. cos t Flächentreue (Übereinstimmung der Flächenelemente), sowie längs y parallel 
verschobene Tangentialebene T2 . Längs y gilt nämlich 
g = 1 + a2 = konst. 
3) Die Verträglichkeit des Riemannschen Zusammenhanges rjk mit der Metrik gii 
findet im Lemma von Ricci ihren Ausdruck; für die zugehörige kovariante 
Differentiation gilt demnach 
gij,k =0. (6) 
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In der Riemannschen Geometrie läßt die Parallelverschiebung von Vektoren (im 
Sinne von Levi-Civita) deren Länge und Winkel unverändert. Im Folgenden sollen 
diese Eigenschaften auch für die Parallelverschiebung von Multivektoren nach-
gewiesen werden. 
Dem Tensor pi, i2 ... i, kann als Betrag oder Inhalt 
(7) 
zugeordnet werden. Hierbei ist 
P _ pi, i2 ... i,. g. . . g.. g. . jd2 ... jr - 11 J1 12J2'" IrJr 
und bedeutet V(p) das r-dimensionale Volumen des von den Basisvektoren v, v, ... v 
.1 2 . r 
aufgespannten Spates. Der Zusammenhang mit der Gramschen Determm,mte Ist 
durch 
[V (p)]2 = det (v v) 
ab 
gegeben, wobei 
Vi =Vi gii 
a a 
gesetzt wurde und 
(vv) = ~Vi 
ab a b 
das innere Produkt bedeute. 
Mittels (6) folgt sofort 
und somit die mit (3) gleichwertige kovariante Formel 
dxk 
P· . k·-=O "i2 .. 1" dt . 
Wegen 
(8) 
bleibt somit der Betrag des Multivektors p bei Parallelverschiebung längs y erhalten. 
Die Überschiebung mit dxk/dt liefert nämlich: 
dxk (pi, ' .. i'·Pi, .. iJk·ili = o. 
Um auch die Konstanz des Winkels zweier parallelverschobener Multivektoren 
und damit verbundener Unterräume T' und t r nachzuweisen, müssen geeignete 
Winkeldefinitionen herangezogen werden. Tr und t r seien windschiefe Unterräume 
von Tn , so daß auch für den direkten Summenraum T' 8)tr = T2r < Tn gilt, was 
2 r ~ n bedingt. 
Wie früher sei v (a = 1, 2, ... r) eine Basis in T r und führe zum Multivektor 
. . a 
pi, ... ", ebenso sei w = v (a = 1,2, ... r) eine Basis in t r und führe zu p'i, ... je. Der 
a a+r 
Summenraum besitzt dann in ~ (a = 1, 2, ... 2 r) eine Basis. Ihm entspricht der Tensor 
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qi1 '" i r i r + 1 '" iZr = byt ::: iir viI ••• Vir V i r + l ••• V iZf , 
a1 a r a r+l a2r 
wofür man auch schreiben kann 
Mittels der r-dimensionalen bzw. 2r-dimensionalen Volumina der Basisspate sei 
nun nach W. Degen [2] der Winkel qJ zwischen rund f' durch die folgende Formel 
erklärt: 
v ('1) = V(p(f)p) = sin' qJ ·V(p)· V (p). 
Wegen der Hadamardschen Ungleichung für Gramsche Determinanten gilt 
o ~ V(p(f)p) ~ 1 
V(p)·V(p) 
und ist somit der Winkel qJ in 0 ~ qJ ~ ~ eindeutig bestimmt. 
(9) 
Durch kovariante Ableitung des Tensors '1 und Anwendung der Produktregel 
erkennen wir sofort, daß aus der ParalIelverschiebung der Tensoren p und p und 
damit der Vektorräume T~ f' längs einer Kurve y < U auch die ParalIelverschiebung 
von '1 und damit des Summenraums T2r folgt. Aus der Erhaltung der Volumina V (p), 
V (15) und V (p (f) p) folgt somit die Erhaltung des Winkels zwischen windschiefen 
Unterräumen gleicher Dimension. 
Auch wenn man in Anlehnung an W. H. Greub [3] einen anderen Winkel begriff 
zugrunde legt, bleibt diese Eigenschaft bestehen. Durch 
(pp) = pi l ... i,. Pi , ... i, = r!. det (vw) 
a b 
werde das innere Produkt der Tensoren p und 15 definiert, dann ist gemäß (7) 
(pp) = r! [V(p)f 
Der Winkel qJ* werde nun durch 
(p pf = cos2 qJ* . (p p) . (15 15) (10) 
erklärt, woraus sich die Winkeltreue wegen (3), (8) und 
_ dxk 
(PP),k' dt = 0 
erkennen läßt. 
Damit sind auf direktem Wege die wichtigsten Eigenschaften der Parallel-
verschiebungen von Vektoren im Sinne von Levi-Civita verallgemeinert. 
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